
聚类方法

聚类分析：无监督学习方法。

目标：给定样本，依据它们特征的相似度或者距离，将其归并到若干个“类”或者

“簇”的数据分析问题。这里的相似度或者距离起着重要作用。

应用：客户细分、客户画像等。

聚类算法众多，本部分具体介绍层次聚类（hierarchical clustering）和 k-均值聚类

（k-means clustering）.

1 聚类的基本概念

1. 相似度 (Similarity) & 距离 (Distance) 度量

假设有 N 个样本，每个样本的特征属性维度为 p。设收集到的第 i 个样本为

xi = (xi1, · · · , xip)
⊤, 所有样本构成的矩阵为 X = (x1, · · · , xN)

⊤ ∈ RN×p.

聚类分析的核心概念是相似度或者距离。相似度或者距离的选择有多种方式，可

以根据实际问题选择合适的相似度或者距离度量。

(1) 闵可夫斯基距离 (Minkowski distance)

将样本集合看作向量空间中的点的集合，以该空间的距离代表样本之间的距离。

常用的距离度量有闵可夫斯基距离。

定义：样本 xi 与样本 xj 的闵可夫斯基距离定义为：

dij =
( p∑

k=1

|xik − xjk|p
) 1

p
. (1.1)

这里 p ≥ 1. 其中 p = 2 时称为欧氏距离（Euclidean distance）；p = 1 时称为曼哈顿

距离（Manhattan distance）；p = ∞ 时称为切比雪夫距离（Chebyshev distance），即

dij = maxk |xik − xjk|.
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(2) 马氏距离（Mahalanobis distance）

马氏距离考虑了各个分量之间的相关性并与各个分量的尺度无关。

定义: 给定样本集合 X, 其协方差矩阵记作 S. 样本 xi 与 xj 之间的马氏距离 dij

定义为：

dij =
[
(xi − xj)

⊤S−1(xi − xj)
]1/2

注：当 S = I （各个特征不相关且方差为 1）时，马氏距离就是欧式距离。

(3) 相关系数（Correlation coefficient）

定义： 样本 xi 与 xj 之间的相关系数定义为：

rij =

∑p
k=1(xik − xi)(xjk − xj)[∑p

k=1(xik − xi)2
∑p

k=1(xjk − xj)2
]1/2

其中

xi =
1

p

p∑
k=1

xik, xj =
1

p

p∑
k=1

xjk.

(4) 夹角余弦

定义： 样本 xi 与 xj 之间的夹角余弦定义为：

sij =

∑p
k=1 xikxjk[∑p

k=1 x
2
ik

∑p
k=1 x

2
jk

]1/2
注：距离与相似度之间可以相互转化，例如：

距离 (d(x, y))→ 相似度 (s(x, y))：s(x, y) = 1
1+d(x,y)

相似度 → 距离：d(x, y) =
√

2(1− s(x, y)).

2. 类或簇

(1) 类或簇的定义

用 G 表示类或簇（cluster），用 xi 与 xj 表示类中的样本，用 nG 代表 G 中的样

本个数，dij 表示样本 xi 与 xj 之间的距离。类或簇有多种定义，常见定义如下：
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定义 1: 设 T 为给定的正数，若集合 G 中任意两个样本 xi, xj, 有

dij ≤ T.

则称 G 为一个类或簇。

定义 2: 设 T 为给定的正数，若集合 G 中任意样本 xi, 存在 G 中的另外一个样

本 xj, 使得

dij ≤ T.

则称 G 为一个类或簇。

定义 3: 设 T 为给定的正数，若对集合 G 中任意样本 xi 成立

1

nG − 1

∑
xj∈G

dij ≤ T.

则称 G 为一个类或簇。

定义 4: 设 T 和 V 为给定的两个正数，若对集合 G 中任意两个样本 xi, xj 成立

1

nG(nG − 1)

∑
xi∈G

∑
xj∈G

dij ≤ T, dij ≤ V

则称 G 为一个类或簇。

以上四个定义中，定义 1 较常用。

(2) 常用特征

(a) 类的均值（类中心）：

xG =
1

nG

nG∑
i=1

xi.

(b) 类的直径（diameter）DG
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类的直径 DG 是类中任意两个样本之间的最大距离，即

DG = max
xi,xj∈G

dij.

(c) 类的样本散布矩阵（scatter matrix）AG 与样本协方差矩阵（covariance matrix）

SG

类的样本散布矩阵 AG：

AG =

nG∑
i=1

(xi − xG)(xi − xG)
⊤.

样本的协方差矩阵 SG：

SG =
1

nG − 1
AG =

1

nG − 1

nG∑
i=1

(xi − xG)(xi − xG)
⊤.

3. 类与类之间的距离

类与类之间的距离（也称为类连接, linkage）定义有多种。设类 Gp 包含 np 个样

本，Gq 包含 nq 个样本，分别用 xp 和 xq 表示两个类的类中心。

(a) 最短距离或単连接（single linkage）

Dpq = min{dij|xi ∈ Gp, xj ∈ Gq}

(b) 最长距离或完全连接（complete linkage）

Dpq = max{dij|xi ∈ Gp, xj ∈ Gq}

(c) 中心距离

Dpq = dxpxq
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(d) 平均距离

Dpq =
1

npnq

∑
xi∈Gp

∑
xj∈Gq

dij.

2 层次聚类

层次聚类有聚合聚类、分裂聚类两种方法. 本部分只介绍聚合聚类。

聚合聚类的基本步骤如下：

(a) 开始时每个样本各成一类;

(b) 将类别最近的两个类合并;

(c) 重复以上操作直到满足停止条件（例如：所有样本被归为一类）

因此，聚合聚类需要确定以下三个要素：

(1) 距离或相似度（闵可夫斯基距离，马氏距离，...）；

(2) 合并规则（类间距离）；

(3) 停止条件

聚合聚类算法如下：

输入：n 个样本组成的样本集合及样本之间的距离；

输出：层次聚类结果

(1) 计算 n 个样本之间的距离矩阵 D = (dij)n×n

(2) 构造 n 个类，每个类包含一个样本；

(3) 合并类间距离最小的两个类，成为一个新类；

(4) 计算新类与当前各类的距离。若类的个数为 1，则终止计算。否则重复 (3).

作业：[例 14.1]

3 k 均值聚类

目标：将 n 个样本分到 k 个不同的类或簇。k 个类 G1, · · · , Gk 形成对样本集合 X

的划分: Gi ∩ Gj = ∅, ∪k
i=1Gi = X. 用 C 表示划分，一个划分对应着一个聚类结果。
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划分是一个多对一的函数。如果把每个样本用一个整数 i ∈ {1, · · · , n} 表示，那么划

分或者聚类可以用函数 l = C(i) (l ∈ {1, 2, · · · , k}) 表示。聚类模型就是一个从样本

到类的函数。

3.1 策略

策略：通过损失函数的最小化选取最优的划分或者函数 C。

采用欧式距离的平方作为样本间的距离 d(xi, xj) = ∥xi − xj∥2. 定义样本与所属类

中心的距离的总和为损失函数，即

W (C) =
k∑

l=1

∑
C(i)=l

∥xi − xl∥2 (3.1)

其中 xl =
∑

C(i)=l xi. W (C) 越小，代表同类别中样本的相似程度越高。

k 均值聚类就是求解最优化问题：

C∗ = arg min
C

k∑
l=1

∑
C(i)=l

∥xi − xl∥2. (3.2)

求解以上最优化问题是 NP 困难问题。在现实中往往采用迭代算法求解。

3.2 算法

k 均值聚类算法是一个迭代过程，包括两个基本步骤:

(1) 给定 k 个类的中心，将样本逐个指派到与其最近的中心的类中，得到聚类结果；

(2) 更新类中心：每个类样本的均值

注：(1) 首先，给定类中心 {m1,m2, · · · ,mK}，寻找划分 C 使得损失函数最小：

min
C

k∑
l=1

∑
C(i)=l

∥xi −ml∥2 (3.3)
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因此，应该将每个样本分到类中心距离它最近的类中。

(2) 给定划分，求类中心使得 {m1,m2, · · · ,mK}，使得损失函数最小。此时可求

得：

ml =
1

nl

∑
C(i)=l

xi (3.4)

其中，nl 代表类 Gl 中样本的个数。

输入：n 个样本的集合 X，类别的个数 k;

输出：聚类结果 C

步骤：

(1) 初始化。令 t = 0。随机选择 k 个样本作为初始聚类中心：m(0) = (m
(0)
1 , · · · ,m(0)

k )。

(2) 对样本进行聚类。给定类中心 m(t) = (m
(t)
1 , · · · ,m(t)

k ), 对每个样本计算样本到类

中心的距离，将每个样本分配到距离最近的类别中，得到聚类结果 C(t)。

(3) 更新类中心。计算各个类别样本的均值，得到更新的类中心。

(4) 如果迭代符合停止条件，则返回聚类结果；否则令 t = t+ 1，重复步骤 (2)–(3).

[练习] 给定样本集合： 

0 2

0 0

1 0

5 0

5 2


, (3.5)

试用 k 均值算法将以上 5 个样本分到 2 个类别中（设定迭代类别中心初始值为前两

个样本点取值）。

注：

(1) 收敛性：算法不能保证达到全局最优，最终迭代结果依赖于初值的选取;

(2) 初始点的选取：可以通过层次聚类，设定 k 个类别，选取离类中心点最近的点作

为聚类的初始点;
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(3) 类别数 k 的选取：k 均值聚类的类别数 k 需要预先指定。可以在不同的 k 值下

检验聚类的质量。例如，用类的平均直径衡量聚类的效果。k 值变大时，类的直径变

小，当 k 值超过某个值以后，类的平均直径会比较稳定。

(4) K 均值聚类不适合发现数据分布形状非凸的情况

4 高斯混合模型 (Gaussian Mixture Model)

4.1 模型

假设观测数据 y1, · · · , yN 由高斯混合模型生成，

P (y|θ) =
K∑
k=1

αkϕ(y|θk).

其中 αk 是系数，αk ≥ 0 且
∑

k αk = 1。ϕ(y|θk) 是高斯分布密度，θk = (µk, σ
2
k),

ϕ(y|θk) =
1√
2πσk

exp
(
− (y − µk)

2

2σ2
k

)
(4.1)

4.2 参数估计

对高斯混合模型一般采用 EM 算法进行估计。

1. EM 算法

概率模型有时既含有观测变量 (observable variable)，又含有隐变量 (latent

variable)。这种时候采取传统的极大似然估计或贝叶斯估计方法往往不是最好的选

择。此时 EM 算法一般更加适用。

用 Y 表示观测到的随机变量的数据，Z 表示隐变量的数据。Y 与 Z 连在一起一般

称为完全数据 (complete-data), 观测 Y 又称为不完全数据 (incomplete-data)。假设给

定观测数据 Y，其概率分布是 P (Y |θ)，则对应的对数似然函数为 L(θ) = logP (Y |θ).
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EM 算法

输入：观测变量数据 Y，隐变量数据 Z，联合分布 P (Y, Z|θ), 条件分布 P (Z|Y, θ).

输出：模型参数 θ。

(1) 选择参数的初始值 θ(0), 开始迭代;

(2) E 步：记 θ(i) 为第 i 步的估计值，在第 i+1 步的迭代的 E 步，计算

Q(θ, θ(i))
def
= EZ

{
log(P (Y, Z|θ))

∣∣Y, θ(i)}
=
∑
Z

log{P (Y, Z|θ)}P (Z|Y, θ(i)).

其中，P (Z|Y, θ(i)) 是给定观测数据 Y 和当前的参数估计 θ(i) 下隐变量数据 Z 的条件

概率分布；

(3) M 步：求使 Q(θ, θ(i)) 极大化的 θ:

θ(i+1) = arg max
θ

Q(θ, θ(i)). (4.2)

(4) 重复 (2)–(3) 直到算法收敛。

注：EM 算法的导出及收敛性，见李航《统计学习方法》第 9 章。

2. 通过 EM 算法估计高斯混合模型

(1) 明确隐变量，写出完全数据的对数似然函数

可以设想观测数据 yj j = 1, 2, ..., N，是这样产生的：首先依照概率 αk 选择第 k

个高斯分布模型 ϕ(y|θk)；然后依照第 k 个子模型的概率分布 ϕ(y|θk) 生成观测数据

yj，这时观测数据 yj j = 1, 2, ..., N 是已知的；反映观测数据 yj 来自第 k 个子模型

的数据是未知的，k = 1, 2, ..., K，以隐变量 γjk 表示，其定义如下：

γjk =


1,第 j 个观测来自第 k 个子模型

0,否则

j = 1, 2, · · · , N ; k = 1, 2, · · ·K

(4.3)
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其中，γjk 是 0-1 随机变量。

有了观测数据 yj 及为观测数据 γjk，那么完全数据是

(yj, γj1, γj2, · · · , γjK) , j = 1, 2, · · · , N (4.4)

于是，可以写出完全数据的似然函数：

P (y, γ|θ) =
N∏
j=1

P (yj, γj1, γj2, · · · , γjK |θ)

=
K∏
k=1

N∏
j=1

[αkϕ (yj|θk)]γjk

=
K∏
k=1

αnk
k

N∏
j=1

[ϕ (yj|θk)]γjk

=
K∏
k=1

αnk
k

N∏
j=1

[
1√
2πσk

exp
(
−(yj − µk)

2

2σ2
k

)]γk
(4.5)

式中，nk =
∑N

j=1 γjk,
∑K

k=1 nk = N。

那么，完全数据的对数似然函数为：

logP (y, γ|θ) =
K∑
k=1

{
nk logαk +

N∑
j=1

γjk

[
log
(

1√
2π

)
− logσk −

1

2σ2
k

(yj − µk)
2

]}
(4.6)

(2) EM 算法的 E 步：确定 Q 函数

Q
(
θ, θ(i)

)
= E

[
logP (y, γ|θ)|y, θ(i)

]
= E

{
k∑

k=1

{
nk logαk +

N∑
j=1

γk

[
log
(

1√
2π

)
− logσk −

1

2σ2
k

(yj − µk)
2

]}}

=
K∑
k=1

{
N∑
j=1

(Eγk) logαk +
N∑
j=1

(Eγkk)

[
log
(

1√
2π

)
− logσk −

1

2σ2
k

(yj − µk)
2

]}
(4.7)
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这里需要计算 E(γjk|y, θ)，记为 γ̂jk。

γ̂jk = E (γjk|y, θ) = P (γjk = 1|y, θ)

=
P (γjk = 1, yj|θ)∑K
k=1 P (γjk = 1, yj|θ)

=
P (yj|γjk = 1, θ)P (γjk = 1|θ)∑K
k=1 P (yj|γjk = 1, θ)P (γjk = 1|θ)

=
αkϕ (yj|θk)∑K
k=1 αkϕ (yj|θk)

, j = 1, 2, · · · , N ; k = 1, 2, · · · , K

(4.8)

γ̂jk 是在当前模型参数下第 j 个观测数据来自第 k 个子模型的概率，称为子模型

k 对观测数据 yj 的响应度。

将 γ̂jk = Eγjk 及 nk = ΣN
j=1Eγjk 代入 Q 函数的表达式即可得：

Q
(
θ, θ(i)

)
=

K∑
k=1

{
nk logαk +

N∑
k=1

γ̂jk

[
log
(

1√
2π

)
− logσk −

1

2σ2
k

(yj − µk)
2

]}
(4.9)

(3) 确定 EM 算法的 M 步

迭代的 M 步是求函数 Q(θ, θ(i)) 对 θ 的极大值，即求新一轮迭代的模型参数：

θ(i+1) = arg max
θ

Q
(
θ, θ(i)

)
(4.10)

用 µ̂k, σ̂k
2 以及 α̂k, k = 1, 2, ..., K，表示 θ(i+1) 的各参数，求 µ̂k, σ̂k

2 只需要将上

述的 Q(θ, θ(i)) 表达式分别对 µk, σ
2
k 求偏导数并令其为 0，即可得到：求 α̂k 是在

ΣK
k=1αk = 1 的条件下求偏导数并令其为 0 得到的，结果如下：

µ̂k =

∑N
j=1 γ̂jkyj∑N
j=1 γ̂jk

, k = 1, 2, · · · , K (4.11)

σ̂2
k =

∑N
j=1 γ̂jk (yj − µk)

2∑N
j=1 γ̂jk

, k = 1, 2, · · · , K (4.12)
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α̂k =
nk

N
=

∑N
j=1 γ̂jk

N
, k = 1, 2, · · · , K (4.13)

重复以上计算，直到对数似然函数值不再有明显的变化为止。

现将估计高斯混合模型参数的 EM 算法总结如下：

【高斯混合模型参数估计的 EM 算法】

输入：观测数据 y1, y2, ..., yN，高斯混合模型；

输出：高斯混合模型参数。

(1) 选择参数的初始值, 开始迭代；

(2) E 步：依据当前模型参数，计算子模型 k 对观测数据 yj 的响应度：

γ̂jk =
αkϕ (yj|θk)∑K
k=1 αkϕ (yj|θk)

, j = 1, 2, · · · , N ; k = 1, 2, · · · , K (4.14)

(3) M 步：计算新一轮迭代的模型参数：

µ̂k =

∑N
j=1 γ̂jkyj∑N
j=1 ŷjk

, k = 1, 2, · · · , K (4.15)

σ̂2
k =

∑N
j=1 γ̂jk (yj − µk)

2∑N
j=1 γ̂jk

, k = 1, 2, · · · , K (4.16)

α̂k =

∑N
j=1 γ̂jk

N
, k = 1, 2, · · · , K (4.17)

(4) 重复第 (2) 步和第 (3) 步，直到算法收敛。
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