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1 指数损失下总体的最优估计

损失函数：𝐿(𝑦, 𝑓(𝑥)) = exp[−𝑦𝑓(𝑥)] 𝑦 ∈ {±1}

相当于回归中的残差损失（？）

图 1: 二分类问题的几种损失函数

结论：

𝑓∗(𝑥) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑓(𝑥)[𝐸𝑌 |𝑋(𝑒−𝑦𝑓(𝑥))] = 1
2 log 𝑝(𝑦 = 1|𝑥)

𝑝(𝑦 = −1|𝑥)

⇔ 𝑝(𝑦 = 1 ∣ 𝑥) = 1
1 + 𝑒−2𝑓∗(𝑥)

下证：
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𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑓(𝑥)[𝐸𝑌 |𝑋(𝑒−𝑦𝑓(𝑥))] = 1
2 log 𝑝(𝑦 = 1|𝑥)

𝑝(𝑦 = −1|𝑥)

𝐸𝑌 ∣𝑋 (𝑒−𝑦𝑓(𝑥)) = 𝑃(𝑦 = 1 ∣ 𝑥)𝑒−𝑓(𝑥) + 𝑝(𝑦 = −1 ∣ 𝑥) ⋅ 𝑒𝑓(𝑥)

𝜕𝐸𝑌 |𝑋(𝑒−𝑦𝑓(𝑥))
𝜕𝑓(𝑥) = −𝑝(𝑦 = 1 ∣ 𝑥) ⋅ 𝑒−𝑓(𝑥) + 𝑝(𝑦 = −1 ∣ 𝑥)𝑒𝑓(𝑥) = 0

⇒ 𝑃(𝑦 = 1 ∣ 𝑥)𝑒−𝑓(𝑥) = 𝑃 (𝑦 = −1 ∣ 𝑥) 𝑒𝑓(𝑥)

⇒ 𝑓∗(𝑥) = 1
2 log 𝑃(𝑦=1∣𝑥)

𝑝(𝑦=−1∣𝑥)

与 logistic regression 的关系：

logistic regression 中，𝑝 = 𝑃(𝑦 = 1 ∣ 𝑥)

log ( 𝑝
1 − 𝑝) = 𝑓(𝑥)

𝑝 = 𝑒𝑓(𝑥)

1 + 𝑒𝑓(𝑥) , 1 − 𝑝 = 1
1 + 𝑒𝑓(𝑥)

似然函数为：

𝐿 = 𝑝𝑦 ⋅ (1 − 𝑝)1−𝑦, 𝑦 ∈ {0, 1}

对数似然函数为：

log(𝐿) = 𝑦 log(𝑝) + (1 − 𝑦) log(1 − 𝑝)

注意，这里需要有 𝑦 ∈ {0, 1} 到 𝑦 ∈ {+1, −1} 的转换如下：

𝑖𝑓 𝑦′ = 2𝑦 − 1, 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑦′ ∈ {±1} ⇔ 𝑦 = 1
2 (𝑦′ + 1)

对数似然函数等价于：

log(𝐿) = 1
2 (𝑦′ + 1) log(𝑝) + [1 − 1

2 (𝑦′ + 1)] log(1 − 𝑝)
= (𝑦′+1

2 ) log ( 1
1+𝑒−𝑓(𝑥) ) + (1−𝑦′

2 ) ⋅ log ( 1
1+𝑒𝑓(𝑥) )

= log (1 + 𝑒−𝑓(𝑥))− 𝑦′+1
2 + log (1 + 𝑒𝑓(𝑥))− 1−𝑦′

2

=
⎧{{
⎨{{⎩

log (1 + 𝑒−𝑓(𝑥))−1 , 𝑦′ = 1
log (1 + 𝑒𝑓(𝑥))−1 , 𝑦′ = −1
= log (1 + 𝑒−𝑦′𝑓(𝑥))−1

(1)
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即 log(𝐿) = log (1 + 𝑒−𝑦′𝑓(𝑥))−1
，最小化它和（Adaboost）指数损失下总体的最优估计是等价的。
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