
反向传播算法

Yimeng Ren

目录

使用交叉熵损失函数，对于样本 (𝑥, 𝑦)，其损失函数为：

ℒ(𝑦, ̂𝑦) = −𝑦T log ̂𝑦

对第 l 层中的参数 𝑊 (𝑙) 和 𝑏(𝑙) 计算偏导数：

𝜕ℒ(𝑦, ̂𝑦)
𝜕𝑤(𝑙)

𝑖𝑗
= 𝜕𝑧(𝑙)

𝜕𝑤(𝑙)
𝑖𝑗

𝜕ℒ(𝑦, ̂𝑦)
𝜕𝑧(𝑙)

𝜕ℒ(𝑦, ̂𝑦)
𝜕𝑏(𝑙) = 𝜕𝑧(𝑙)

𝜕𝑏(𝑙)
𝜕ℒ(𝑦, ̂𝑦)

𝜕𝑧(𝑙)

第一部分偏导 𝜕𝑧(𝑙)

𝜕𝑤(𝑙)
𝑖𝑗
，由于 𝑧(𝑙) = 𝑊 (𝑙)𝑎(𝑙−1) + 𝑏(𝑙)，偏导数

𝜕𝑧(𝑙)

𝜕𝑤(𝑙)
𝑖𝑗

= [ 𝜕𝑧(𝑙)
1

𝜕𝑤(𝑙)
𝑖𝑗

, ⋯ , 𝜕𝑧(𝑙)
𝑖

𝜕𝑤(𝑙)
𝑖𝑗

, ⋯ , 𝜕𝑧(𝑙)
𝑚(𝑙)

𝜕𝑤(𝑙)
𝑖𝑗

]

= [0, ⋯ ,
𝜕 (𝑤(𝑙)

𝑖∶ 𝑎(𝑙−1) + 𝑏(𝑙)
𝑖 )

𝜕𝑤(𝑙)
𝑖𝑗

, ⋯ , 0]

= [0, ⋯ , 𝑎(𝑙−1)
𝑗 , ⋯ , 0]

≜ 𝕀𝑖 (𝑎(𝑙−1)
𝑗 ) ∈ ℝ𝑚(𝑙)

(1)

第二部分偏导 𝜕𝑧(𝑙)

𝜕𝑏(𝑙)，因为 𝑧(𝑙) = 𝑊 (𝑙)𝑎(𝑙−1) + 𝑏(𝑙)，偏导数
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𝜕𝑧(𝑙)

𝜕𝑏(𝑙) = 𝐼𝑚(𝑙) ∈ ℝ𝑚(𝑙)×𝑚(𝑙)

第三部分偏导记为 𝜕ℒ(𝑦, ̂𝑦)
𝜕𝑧(𝑙) ≜ 𝛿(𝑙)

这个值表示第 l 层神经元对最终损失的影响（贡献程度），也反映了最终损
失对第 l 层神经元的敏感程度。

根据 𝑧(𝑙+1) = 𝑊 (𝑙+1)𝑎(𝑙) + 𝑏(𝑙+1)，有 𝜕𝑧(𝑙+1)

𝜕𝑎(𝑙) = (𝑊 (𝑙+1))T
；

根据 𝑎(𝑙) = 𝑓𝑙 (𝑧(𝑙))，有

𝜕𝑎(𝑙)

𝜕𝑧(𝑙) = 𝜕𝑓𝑙 (𝑧(𝑙))
𝜕𝑧(𝑙)

= diag (𝑓 ′
𝑙 (𝑧(𝑙)))

根据链式法则，有

𝛿(𝑙) ≜ 𝜕ℒ(𝑦, ̂𝑦)
𝜕𝑧(𝑙)

= 𝜕𝑎(𝑙)

𝜕𝑧(𝑙) ⋅ 𝜕𝑧(𝑙+1)

𝜕𝑎(𝑙) ⋅ 𝜕ℒ(𝑦, ̂𝑦)
𝜕𝑧(𝑙+1)

= diag (𝑓 ′
𝑙 (𝑧(𝑙))) ⋅ (𝑊 (𝑙+1))T ⋅ 𝛿(𝑙+1)

= 𝑓 ′
𝑙 (𝑧(𝑙)) ⊙ ((𝑊 (𝑙+1))T 𝛿(𝑙+1))

(2)

第 l 层的一个神经元的敏感性是所有与该神经元相连的第 l+1 层的神经元
的敏感性加权求和之后再乘该神经元的激活函数梯度。

计算出上面的三个偏导数之后，损失函数对于权重 w 的梯度就可以写成：

𝜕ℒ(𝑦, ̂𝑦)
𝜕𝑤(𝑙)

𝑖𝑗
= 𝕀𝑖 (𝑎(𝑙−1)

𝑗 ) 𝛿(𝑙)

= [0, ⋯ , 𝑎(𝑙−1)
𝑗 , ⋯ , 0] [𝛿(𝑙)

1 , ⋯ , 𝛿(𝑙)
𝑖 , ⋯ , 𝛿(𝑙)

𝑚(𝑙)]
T

= 𝛿(𝑙)
𝑖 𝑎(𝑙−1)

𝑗

(3)

即：

[𝜕ℒ(𝑦, ̂𝑦)
𝜕𝑊 (𝑙) ]

𝑖𝑗
= [𝛿(𝑙) (𝑎(𝑙−1))T]

𝑖𝑗
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ℒ(𝑦, ̂𝑦) 关于第 l 层权重 𝑊 (𝑙) 的梯度为：

𝜕ℒ(𝑦, ̂𝑦)
𝜕𝑊 (𝑙) = 𝛿(𝑙) (𝑎(𝑙−1))T

ℒ(𝑦, ̂𝑦) 关于第 l 层偏移项 𝑏(𝑙) 的梯度为：

𝜕ℒ(𝑦, ̂𝑦)
𝜕𝑏(𝑙) = 𝛿(𝑙)


